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Se propone un modelo para el movimiento de un péndulo amortiguado con amplias 
oscilaciones usando un método numérico y se hace un experimento para verificar este 
modelo. Para ello, se compara la solución numérica de este modelo con datos 
experimentales de un péndulo real. Finalmente, los valores de las condiciones iniciales o 
de los parámetros se varían en el modelo numérico para contrastarlos con las solución 
analítica conocida del péndulo simple amortiguado y para mostrar que el modelo numérico 
es una buena representación de la realidad.:  
 
 
 
We propose a model for a damping pendulum with large amplitudes by using numerical 
methods and we make an experiment to check this model.  For this, we compare the 
numerical solution of this model with experimental data of a real pendulum. Then, we 
change the parameters values  or the initial conditions in the numerical solution for 
contrasting with the well-known analytical solution of the damping pendulum and for 
showing that the model is a good representation of reality.   
 
 
 
 

	
I. INTRODUCCIÓN 
 
El trabajo del físico es entender y explicar la naturaleza y para ello crea modelos teóricos que describan los fenómenos 
naturales. Describir el movimiento de un péndulo ha sido importante para los físicos, en otra época los avances en el 
estudio del péndulo implicaron importantes avances tecnológicos, hoy en día aún no se conoce todo acerca del 
péndulo, se entiende y se describe por medio de modelos teóricos, pero un modelo puede ser una buena aproximación 
de un fenómeno bajo restricciones específicas, y no ser útil si se pretende usar en problemas más generales. El modelo 
teórico del péndulo amortiguado, predice la trayectoria de una masa balanceándose si, la amplitud de la oscilación es 
pequeña.  En este caso la restricción es la amplitud de la oscilación. En este trabajo se propone un modelo teórico-
numérico más general que se aproxima al fenómeno real tanto para pequeñas como para grandes amplitudes, el cual se 
confronta con el experimento. 
 
 
II. ECUACIÓN DE MOVIMIENTO DEL PÉNDULO 
 
La ecuación de movimiento del péndulo simple amortiguado para grandes amplitudes esta modelada por la ecuación 
diferencial:  
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𝑚 !"

!"
= −𝑚 !

!
𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝑏𝜔,   (1) 

 
donde 𝜔 = !"

!"
 y b es la constante de amortiguamiento. 

Si 𝛽 = !
!!

 , la ecuación (1), se expresa como: 
 

!"
!"
= −𝑤!!𝑠𝑒𝑛𝜃 − 2𝛽𝜔,   (2) 

 
con 𝑤!! =

!
!
. 

La solución de la ecuación (2), se tiene para oscilaciones pequeñas, cuando 𝑠𝑒𝑛 𝜃 ≈ 𝜃. En ese caso:  
 

!"
!"
= −𝑤!!𝜃 − 2𝛽𝜔.   (3) 

 
La solución analítica de la ecuación (3), es: 
 

𝜃 = 𝐴𝑒!!"cos (𝑤!𝑡 − 𝛿),      (4.1) 
y 

𝜔 = −𝐴𝑒!!" β cos 𝑤!𝑡 − 𝛿 +𝑤! sen 𝑤!𝑡 − 𝛿 ,      (4.2) 
 
con 𝑤! = 𝑤!! − 𝛽!, 𝐴 y 𝛿 constantes por determinar con base a condiciones iniciales. Si 𝑤!! > 𝛽!, el oscilador es 
débilmente amortiguado. 

Consideremos que las condiciones iniciales del péndulo simple, son: 
Para 𝑡! = 0;  𝜃! = 𝜃(𝑡!) y 𝜔! = 𝜔 𝑡! = 0, se tiene: 

  
𝜃! = 𝐴 cos −𝛿 = 𝐴 cos 𝛿 ,     (5.1) 

y 
0 = −𝐴 β cos −𝛿 +𝑤! sen −𝛿 = −𝐴 β cos 𝛿 − 𝑤! sen 𝛿 ,     (5.2) 

de donde: 
𝐴 = !!

!"# (!)
,      (6.1) 

y 
tan 𝛿 = !

!!
,     (6.2) 

o bien, 
 

𝛿 = 𝑎𝑡𝑎𝑛 !
!!

,     (6.3) 
 
 

II. MODELACIÓN NUMERICA 
 
En la ecuación (1), sea 𝑓 = −𝑚 !

!
𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝑏𝜔, entonces:  

 
𝑚 !"

!"
= 𝑓,   (7) 

y 
!"
!"
= 𝜔.          (8) 

 
Al transformar las ecuaciones diferenciales (7) y (8) en ecuaciones algebraicas, se tiene:  
 

𝑚 ∆!
∆!
= 𝑓,   (9) 
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y 

∆!
∆!
= 𝜔,        (10) 

 
con 𝜔 y 𝑓 valores medios. 

Si se considera que ∆𝜃 = 𝜃!!! − 𝜃! y ∆𝜔 = 𝜔!!! − 𝜔!, con 𝑖 = 0,1,2,… , 𝑛, las ecuaciones (9) y (10), se escriben 
como: 

𝜔!!! = 𝜔! +
!!
!
∆𝑡,      (11) 

y 
𝜃!!! = 𝜃! + 𝜔!∆𝑡,       (12) 

 
donde ∆𝑡 es el intervalo de tiempo constante en que se observan los cambios de posición angular 𝜃 y velocidad angular 
𝜔 del movimiento del péndulo. 

Empezando el movimiento en 𝑡! = 0, los valores medios 𝜔! y 𝑓! no se conocen, por ello se aproximan por los valores 
iniciales 𝜔! y 𝑓!. Entonces, se tiene:  

 
𝜔!!! = 𝜔! +

!!
!
∆𝑡,       (13) 

y 
𝜃!!! = 𝜃! + 𝜔!∆𝑡,      (14) 

 
con 𝑖 = 0,1,2,… , 𝑛.  

Las ecuaciones algebraicas (11) y (12), establecen el método de Euler de solución numérica de las ecuaciones (7) 
y (8). Debido a que los valores iniciales no podrán igualarse a los valores medios, a pesar que el intervalo de tiempo ∆𝑡 
se haga tan pequeño como sea posible, con el tiempo, la solución del método de Euler diverge.   

Una modificación del método numérico de Euler que mejora la aproximación a la solución de las ecuaciones en 
(7) y (8), se obtiene remplazando los valores medios por valores promedios. A este método le llamaremos método de 
los promedios. 

El método de los promedios, se establece, a partir de las condiciones iniciales 𝜃! = 𝜃(𝑡!) y 𝜔! = 𝜔(𝑡!), para 
𝑡! = 0, de la siguiente manera: 

 
𝑓! = −𝑚 !

!
𝑠𝑒𝑛𝜃! − 𝑏𝜔!,     (15.1) 

𝜔!!!! = 𝜔! +
!!
!
∆𝑡,   (15.2) 

𝜔!!!!
!
= !!!!!!!

!

!
,   (15.3) 

𝜃!!! = 𝜃! + 𝜔!!!!
!
∆𝑡,   (15.4) 

𝜃!!!!
!
= !!!!!!!

!
,   (15.5) 

𝑓!!!!
!
= −𝑚 !

!
𝑠𝑒𝑛𝜃!!!!

!
− 𝑏𝜔!!!!

!

! ,     (15.6) 

𝜔!!! = 𝜔! +
!!!!!

!
!

∆𝑡,   (15.7) 
 
con 𝑖 = 0,1,2,3,… , 𝑛. 
Las ecuaciones algebraicas, de (13.1) a (13.7), se resuelven iterativamente, sumando uno en cada ocasión al índice 𝑖. 
 
 
III. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL 
 
Para realizar el experimento se ensambló una estructura rectangular con varillas por encima de la mesa del laboratorio 
y alineada a sus orillas, sobre la estructura se fijó una varilla transversal, a la cual se le colocó en el extremo una cuerda 
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tensa sujeta a la estructura con el fin de reducir las vibraciones. Para montar en esta estructura un péndulo, se colgó a la 
varilla una pelota de goma sujetada a una cuerda doblada por la mitad cuyos extremos se sujetaron a la varilla con una 
separación de 24 cm de modo que la pelota quedó limitada a balancearse en dos grados de libertad (Figura 1 y Figura 
2). A un lado de la estructura se colocó, para servir como escala, una regla de un metro de longitud. 

Para registrar el movimiento del péndulo, se montó un tripie y sobre él una cámara con capacidad de filmar en 
cámara rápida hasta 300 fps, la cámara se centró y se nivelo para evitar asimetrías en el vídeo. Con todo el equipo listo 
se procedió a hacer la grabación del movimiento con la cámara, haciendo oscilar el péndulo desde un ángulo amplio, la 
grabación término cuando el péndulo quedó prácticamente estático, con amplitud cero. 

 
 
 
 

 
 

FIGURA 1. Diagrama de la vista lateral del dispositivo, 
en centímetros se indican los datos de longitud del 
péndulo y separación entre extremos del hilo, masa de la 
pelota. 
 
 

En la tabla I se dan los parámetros experimentales, con 𝑚  la masa del péndulo, 𝑙 su longitud y 𝑔 la aceleración de la 
gravedad.  
 
 
 
 

TABLA I. Parámetros experimentales. 

𝑚 (𝑘𝑔) 𝑙 (𝑚) 𝑔 (𝑚/𝑠!) 

0. 077 ± 0.005 0.64 ± 0.005 9.8 ± 0.05 
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FIGURA 2. Fotografía del dispositivo experimental, 
con el péndulo en reposo en la posición de 
equilibrio. 
 
 

El vídeo del movimiento se transfirió a la computadora para la captura de datos   con el software libre llamado Tracker.   
Con este software, se registraron en una tabla, los datos de las coordenadas (𝑥, 𝑦) de la posición del péndulo para cada 
fotograma de video, a partir de un sistema de referencia XY centrado en el punto O de la figura 1 y tomando el centro 
de masa de la pelota sujeta a la cuerda que le permite balancearse, como el punto que representa el movimiento del 
péndulo. Para el análisis de los datos, la tabla fue copiada a una hoja de cálculo e Excel. 
 
 
III.a RESULTADOS EXPERIMENTALES 
 
Teniendo los datos en Excel, se determinaron las condiciones iniciales, teniéndose para 𝑡! = 0𝑠, 𝜃! = 46 𝑔𝑟𝑎𝑑, 
𝜔! = 0 𝑠!! y se elaboró una gráfica de la trayectoria del péndulo (Figura 3). El resultado es una función oscilatoria 
con amplitud que decrece con el tiempo.  
 
 

 

FIGURA 3. Gráfica experimental del 
movimiento del péndulo. 
 
 

Para determinar la constante de amortiguamiento del movimiento del péndulo, se consideró la siguiente 
hipótesis: 
“La amplitud 𝜃! del péndulo amortiguado sigue una función del tipo:  
 

𝜃! = 𝜃!𝑒!!",     (16) 
 

donde 𝜃! es la amplitud inicial 𝛽 la constante de amortiguamiento y T el tiempo correspondiente a estas amplitudes.” 
Si la relación entre estos valores es del tipo de la ecuación (16), entonces: 
 



	 Alejandro González y Hernández et al. / Lat. Am. J. Sci. Educ. 4, 22023 (2017)	 6 

	
     ln 𝜃! = −𝛽𝑇 + 𝑙𝑛𝜃!,   (17)  

 
que indica que la relación entre ln 𝜃! y 𝑇 debe ser una línea recta con pendiente −𝛽 y ordenada al origen 𝑙𝑛𝜃!.  

Para confirmar esta hipótesis, en la gráfica de la figura 3, se determinaron las amplitudes máximas 𝜃!, como los 
valores máximos entre oscilación y oscilación y sus respectivos tiempos T y se hace la gráfica de ln 𝜃!𝑣𝑠 𝑇 (Figura 4). 

 
 

 

FIGURA 4. Gráfica de la amplitud 𝜃! vs 𝑇. 

Los parámetros de la recta y la ecuación (16), se dan en la Tabla II.   
 

TABLA II. Parámetros de la relación 𝜃! = 𝜃!𝑒!!". 
 

𝛽 (1/𝑠) ln 𝜃! 𝜃! (𝑔𝑟𝑎𝑑) 
0. 0117 ± 0.0002 −0.212 ± 0.002 46.3 ± 0.1 

 
La recta en la gráfica de la figura 4, confirma la hipótesis: la relación entre 𝜃! y 𝑇, es de la forma: 
 

𝜃! = 46.3𝑒!!.!""#!.         (18) 
 
 

III.b COMPARACIÓN DEL MODELO NUMÉRICO CON LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES 
 
Con el resultado experimental de b dado en la Tabla II, se calcula el valor de b, como: 
 

𝑏 = 2𝑚𝛽 = 0.0018 ± 0.0001 𝑘𝑔/𝑠,   (19) 
 

con las que se aplican las ecuaciones (15.1) a (15.7) del método de los promedios, con las condiciones iniciales del 
experimento y un intervalo de tiempo ∆𝑡= 0.05 s.  

Para su comparación con los datos experimentales, los resultados del método numérico de los promedios se 
grafican junto con los datos experimentales (figura 5). 

Los puntos donde la gráfica corta al origen corresponde al momento en que el péndulo está en su altura mínima, 
los puntos máximos y mínimos de la gráfica son valores correspondientes a la máxima y mínima amplitud del péndulo 
en cada oscilación, decayendo estos valores en valor absoluto con el paso del tiempo 

Comparando el modelo con los datos experimentales, observamos que las predicciones del modelo son muy 
cercanas al de los datos experimentales a pesar de que el ángulo de amplitud es grande. El método numérico describe a 
la perfección el movimiento del péndulo usando los mismos parámetros medidos en el experimento.  
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FIGURA 5. Comparación de los resultados del modelo 
numérico de los promedios con los datos 
experimentales. 
 

 
IV. COMPARACION CON LA SOLUCION ANALITICA PARA AMPLITUDES CORTAS. 
 
Para confirmar que la solución numérica de los promedios para el péndulo es acertada, se compara los resultados de 
esta solución aplicada a pequeñas amplitudes, con la solución analítica (4.1) del péndulo para estas oscilaciones (Figura 
6). 
 
 

 

FIGURA 6. Comparación de los resultados del modelo numérico de los 
promedios con los resultados del modelo teórico para pequeñas 
oscilaciones. 
 
 

La solución analítica para el péndulo que se grafica en la figura 6, como una línea negra continua, se calculó con una 
amplitud inicial de 𝜃! = 5 𝑔𝑟𝑎𝑑 y 𝜔! = 0 𝑠!! utilizando las ecuaciones (4.1) y (6.1) a (6.3). La solución por el 
método numérico de los promedios, en la figura 6, se graficó como puntos azules con las mismas condiciones iniciales, 
coincide perfectamente con la solución analítica. 

En esta coincidencia hay que observar que la solución analítica considera la aproximación 𝜃 ≈ 𝑠𝑒𝑛𝜃, para 
pequeñas oscilaciones, sin embargo, en la solución numérica el cálculo se llevó a cabo con 𝑠𝑒𝑛𝜃, como se hizo con 
grandes oscilaciones, esto es, en ambos casos (pequeñas y grandes oscilaciones) se utilizó el mismo método numérico 
y lo único que cambió fue la condición de la amplitud inicial. 
 
 
VIII. CONCLUSIONES 
 
El movimiento oscilatorio de un péndulo amortiguado para grandes amplitudes, queda modelado por la ecuación de 
movimiento (1). La solución de esta ecuación se determina por el método numérico de los promedios, establecido en 
las ecuaciones algebraicas (15.1) a (15.7), que se resuelven iterativamente y cuyos resultados concuerdan bien con los 
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datos experimentales, según se observa en la gráfica de la figura 5. Para alimentar la solución numérica, fue necesario 
determinar el valor de b, la constante de amortiguamiento en la ecuación (1), a partir de los datos experimentales, como 
se encontró en la expresión (19), que fue un resultado de graficar las amplitudes máximas de oscilación del péndulo 
versus el periodo de oscilación, realizado en la gráfica (4). De esta forma, la ecuación de movimiento, los resultados 
experimentales y la solución numérica, se enlazan para modelar numéricamente el movimiento del péndulo simple 
amortiguado con grandes oscilaciones.  
 La confirmación de que el modelo numérico de los promedios es efectivo, se logró al comparar la solución 
analítica (4.1) conocida del péndulo simple amortiguado para pequeñas amplitudes, con la aplicación del método 
numérico al mismo movimiento, como se ve en la gráfica 6.  

Hay que considerar que la solución numérica de los promedios aplicada al péndulo simple amortiguado es general, 
sin importar si las amplitudes son pequeñas o grandes, ya que lo único que se varía en el método de solución es la 
condición de la amplitud inicial.   
El método numérico de los promedios, modela el movimiento del péndulo tan bien como una solución analítica para 
pequeñas oscilaciones, pero también para grandes oscilaciones, donde la solución analítica ya no es viable. De esta 
forma, al modificar las condiciones iniciales y/o cambiar los parámetros de la ecuación de movimiento del péndulo, se 
hace posible realizar la simulación de su movimiento en una gran variedad de casos, que se pueden confirmar 
experimentalmente. 
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