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We use a new numerical method of Euler to solve the Newtonian motion equation. This
numerical method is a modification of the traditional Euler method that is a set of two
iterative algebraic equations, where mean values are replaced with initial values. Instead of
this replacement, the mean values are replaced with average values in the new method in
order to calculate new values; this new replacement improves the accuracy of the method.
The number of algebraic equations in this method is increased, but this is not a problem of
calculation, because it is very easy to make this calculation in a spreadsheet.

I. INTRODUCCION

La ecuacién de movimiento derivada de la segunda ley de Newton y aplicada a un sistema mecanico es la formulacion
matematica que determina la evolucion temporal de ese sistema en el espacio. La ecuacion de movimiento es una
ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea, cuya solucion se obtiene por métodos analiticos o numéricos.
Las soluciones analiticas de ecuaciones diferenciales son dificiles de aplicar por estudiantes de fisica o ingenieria del
primer afio de universidad, pues ellas se estudian en el curso de ecuaciones diferenciales que corresponden al segundo
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afio de estas carreras. En cambio, los métodos numéricos que transforman la ecuacion diferencial de movimiento, en
ecuaciones algebraicas iterativas, son muy adaptables para que los estudiantes de mecanica los apliquen a los diferentes
sistemas mecanicos que estudian.

En este trabajo nos enfocaremos a las soluciones numéricas de las ecuaciones de movimiento de diferentes
sistemas mecanicos. Estableceremos como una ecuacion de movimiento se pueden resolver por medio de ecuaciones
algebraicas iterativas que al resolverse van determinando valores futuros a partir de valores actuales de las variables de
posicion y velocidad de un cuerpo en movimiento.

Dos métodos numéricos aplicaremos a la solucion de las ecuaciones de movimientos: el método de Euler y el
método que hemos denominado método de los promedios, ambos métodos los compararemos con las soluciones
analiticas conocidas de algunas de las ecuaciones de movimiento que aqui se resolveran, para mostrar su precision.

II. MODELO DE CRECIMIENTO DE UNA POBLACION

Antes de resolver las ecuaciones de movimiento de Newton por métodos numéricos, para mostrar como los métodos
numéricos se aproximan a las soluciones analiticas de una ecuacion diferencial, resolveremos la ecuacion diferencial
que modela la rapidez del crecimiento de una poblacion sin limite de recursos, por el método analitico y dos métodos
numéricos.

IL.a SOLUCION ANALITICA

Sea
"
—=1"1 1
= (1
la ecuacion que determina la rapidez de crecimiento de la poblacion ! en el tiempo.
La solucion analitica de esta ecuacion diferencial lineal de primer orden, se obtiene por integracion de la
ecuacion (1), esto es:
Si escribimos la ecuacioén (1), como:

™

~ = adt, )

entonces esta ecuacion se resuelve por integracion. Integrando ambos lados de la ecuacion (2), se obtiene:

I"# =f‘f—y! [1"# =at+C, (3)
donde C, es una constante de integracion.
Para determinar el valor de C, supongamos que y(0) = !, entonces, In!, =1 ,lpor lo que:
"# 1 at+In!,! 4
0
y! Tee! (5)

La ecuacion (5), se interpreta como un modelo de crecimiento de una poblacion y que crece con recursos ilimitados.
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IL.b METODO DE EULER.

El método numérico mas sencillo que se aplica para resolver la ecuacion diferencial (1) es el método de Euler que se
obtiene a partir de la definicion de la derivada dy! dt. Asi, la ecuacion (1) se puede escribir como:

limgy o X2 1 ay! ©)

que se transforma en una ecuacion algebraica, si se prescinde del proceso del limite, es decir:

yarun-rm o

At =a: ) (7)

donde I' es un valor medio, esto es, un valor medio entre ! (t) y y(t + At).
Despejando ! (I | 1l t) se tiene:

PNt y() +alAll )]

Para facilitar la lectura de las ecuaciones, cambiaremos la notacidén, a:!;! ' (DN 1, =y( ! At), coni =
Pl que toma en cuenta los valores de la variable ! en el tiempo, en intervalos de At a partir de y; !!
La ecuacion (5) se expresa con esta notacion, como:

M=y oo HH )

[T ]

COH)_/(!”!)!!! I_ T —e i =0lunnor

Las ecuaciones de la expresion (6), que llamaremos método iterativo de solucion de la ecuacion (1) o simplemente
método iterativo, son ecuaciones que se resuelven iterativamente, es decir, se inician con el indice!! ! y el valor
inicial | |, para calcular el valor posterior !, un tiempo ! ! después. Luego este valor posterior, sustituye el valor
inicial, para calcular el valor posterior y,, entonces este valor sustituye a ! | para calcular !, y asi sucesivamente.

Sin embargo, para calcular y;,; de la ecuacion (6), es necesario conocer los valores de ! ,!'! y [y 1y, adicionales
a los de ! . El valor de a se obtiene experimentalmente de una poblacion en crecimiento o se simula asignandoles un
valor dado, el valor de A! se elige de manera conveniente para que la aproximacion del método iterativo en la
expresion (6) sea muy cercana al calculado por la expresion analitica (2), pero el valor de I' no se puede conocer, pues
depende del valor ! |, |, que es el que se quiere determinar.

Para iniciar el método iterativo, es necesario aproximar I'(; 1), por algan valor conocido. En el método de Euler,

este valor es ! ;, de tal manera que la ecuacion (6) se transforma en:
yirr =1 +ayAt = y;(1+ adl)! (10)

de esta manera, el método iterativo es posible de ejecutarse, a partirde ! | I

Al tratar con la aproximacion del método de Euler de las ecuaciones en (7) respecto de la solucion analitica
correspondiente dada en la expresion (2), se puede observar que se esta aproximando un valor medio 1y 1)1z con un
valor inicial ! |, que indica una diferencia |!; - Y 141)1 | = e, que nunca podra ser cero (a menos que la solucion se
mantenga constante durante el intervalo ! !), a pesar de que ! | se haga suficientemente pequefio, pues un valor inicial
nunca podra igualar un valor medio dado. Por ello, en cada calculo, se va acumulando un error en cada iteracion (que
afecta cada valor ! ;; ; que se determina por este método) y que para un nimero grande de iteraciones se hace notable, a
pesar de utilizar un intervalo de tiempo de muestreo ! | pequefio, de tal forma que la solucion numérica se aparta de la
solucion analitica con el tiempo.
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I.c METODO NUMERICO DEL PROMEDIO

Para evitar que el error de aproximaciéon de la solucidon numérica respecto de la solucidn analitica crezca
inevitablemente con el tiempo, proponemos hacer una aproximacion de (3 41)11 con un valor promedio de la siguiente

manera:
Comenzando con la ecuacion de Euler en (7) para el tiempo inicial t; !!se calcula:

Ly borr (11)

que establece la primera aproximacion de y; un tiempot = ty + At. El valor de !, permite determinar el valor
promedio !, , como:

1yt 22 (12)

!

que es un valor a la mitad del intervalo entre ! | y ¥, y que se aproxima a 'y, mejor que !, como ! ! se hace pequefio.
Con este valor promedio, se calcula un nuevo valor de ! ;:

Lo rrnn (13)
Asi que la regla general se tiene de acuerdo a la siguiente secuencia de ecuaciones algebraicas:

Yit1 = Vi + ayAL, (14)

oo ! %' (15)

yior ! bt Ph o At! (16)

coni =1,2,3, ..

II.d APROXIMACION DE LA SOLUCION ANALITICA CON LOS METODOS NUMERICOS

La aproximacion de los métodos numéricos a la solucion analitica, depende del tamafio de At, entre mas pequeiio,
mejor la aproximacion.

Grafica:y = yge™*
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FIGURA 1. Solucién de la ecuacion dy/dt!! I" | por el método analitico (curva roja), el método numérico de Euler
(curva verde) y el método numérico del promedio (curva roja), para!, ! ! Il I1I"# y At = 0lI" .
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En la figura 1, se muestra la grafica de la solucion de la ecuacion (1), por: el método analitico de la ecuacion (5), el
método de Euler, al resolver iterativamente las ecuaciones de la expresion (10) y el método de los promedios que se
obtiene de resolver iterativamente las ecuaciones algebraicas (14), (15) y (16), para los parametros!y! !,
a !l W' yAe!l 10"

Como se puede observar en esta figura 1 la curva en rojo, representa la solucion analitica, la curva en verde
representa la solucion numérica por el método del promedio y la curva verde representa la solucion numérica por el
método de Euler. Como ya supuso anteriormente, para! ! ! 0I" | la solucion del método de Euler no se aproxima a
la soluciéon analitica, sin embargo, la solucion del método del promedio, se acerca bastante bien a la solucion
analitica y cualitativamente establece un crecimiento de la poblacién ! en el tiempo, muy similar al que representa
la solucioén analitica.

Si se reduce el intervalo de tiempo A! a! Il | la aproximacion de la solucion del método del promedio es muy
alta, haciéndose indistinguible de la solucion analitica, y la solucion del método de Euler, se aproxima mejor a la

solucion analitica, aunque no alcanza una buena aproximacion a la solucion analitica, como se observa en la figura
2.

Gréfica: y = ype™*
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FIGURA 2. Soluciéon de la ecuacion dy!!" I'! lay, por el método analitico (curva roja), el método numérico de Euler
(curva verde) y el método numérico del promedio (curva roja), para!, ! ! 'l 101"# y!! =0!11.

III. METODOS NUMERICOS DE SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO DE NEWTON

Se ha establecido ya dos métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma de la
ecuacion (1). Ahora extenderemos estos métodos numéricos a resolver la ecuacion de movimiento de Newton que es

una ecuacion diferencial de segundo orden.

Sea la ecuacion de movimiento de Newton de la forma:

m—1 111,v,1), (17)

con x la posicion de una particula de masa! y! ! P'IHITIHI [a fuerza que se ejerce sobre esta particula.
"

Si! = 'd—t, con v la velocidad de la particula, entonces las dos ecuaciones de primer orden siguientes:
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dv
mo-! ! (18)
y
dx
= (19)

son equivalentes a la ecuacion (17).

Estas ecuaciones también se pueden expresar, como:

dv !

el (18)
Yy

dx

“_y, (19)

que son ecuaciones de la forma de la ecuacion (1). Por lo tanto, las resolvemos numéricamente de forma similar a esta
ecuacion.

III.a METODO DE EULER PARA LA SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO DE NEWTON

Las ecuaciones (18) y (19) pueden expresarse de forma algebraica, si se consideran valores medios de la fuerza y la
velocidad. Esto, es:

I_‘ill |
g =10 2 (20)

m

Xiv1 =20 Tann, A, (21)

con !_(! i+1)12 Y U(2i+1)/2,'valores medios de ! y !, en el intervalo de tiempo entre t; a t;44, parai = 0,1,2,1,1 1.
Si se sustituyen los valores medios de la fuerza y la velocidad de las ecuaciones (20) y (21), por valores iniciales F; y
v, respectivamente, entonces, se tiene:

Fy
Vigg =1 ! ;‘At, 22)
y
Ly =1 4+ v At 23)
coni=0,1111 11

Las ecuaciones algebraicas (22) y (23) se conocen como el método de Euler de solucion numérica de la ecuacion (17).
Son ecuaciones que se resuelven iterativamente, es decir, dado que se conocen los valores para todas las variables en el
tiempo ! ;, entonces se calculan sus nuevos valores para el tiempo !, 1, para todos los valores de ! desde cero.

La sustitucion de valores medios por valores iniciales introduce en este método un error que en cada iteracion se
va acumulando y que no desaparece, a pesar de que el intervalo de tiempo ! | se haga cada vez mas pequefio. La
acumulacion de este tipo de error implica que la solucion diverge con el tiempo y deja de ser una solucién valida.
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Una forma de disminuir este tipo de error, es por medio de la aproximacion de valores medios por valores
promedio en el intervalo de tiempo !y a !y 1, lo cual se hace en el siguiente articulo, también de manera aproximada,

pero con la ventaja de que los valores promedios se aproximaran mejor a los valores medios que los valores iniciales.
HLb METODO DEL PROMEDIO PARA LA SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO

El método de los promedios aproxima los valores medios de ! y ! por sus valores promedio. La manera de hacer, es la
siguiente:
Sea F; = F(1;,x!1 ) coni = 0!l 113! In! Entonces

vl U ow L (24)
Con los valoresde ! | y !, |, se puede obtener el promedio:
v|+!v|! |
Ly ! = (25)
y
Xi 1 = X + Vzin 1y/2 At! (26)

es una mejor aproximacion de x4, que la hecha de este valor en la expresion (23).
Con los valores de x; y x;; 1, se puede obtener el siguiente promedio:

|
fn

Prgirin =%! (27)
De igual forma, se calcula:

Eaar ='l+,$' (28)
Con los valores de tq j11)/2, X it 1172 Y nin 11y secaleula !z 111y . Esto es:

Pzt FOei v Mo G !, (29)

que es una aproximacion de ! (z;; 1)1 de la ecuacion (20).

Con el valor de 1111 1)/, se determina:

IRy
Py P ——=1¢, (30)
la cual es una mejor aproximacion de v, | que la hecha de este valor en la expresion (22).
El método numérico del promedio es una modificacion del método de Euler que es facil de computar en una hoja
de célculo y es una muy buena aproximacion a la solucion exacta, si se elige una aproximacion de ! | adecuada.

IV. OSCILADOR ARMONICO SIMPLE AMORTIGUADO (OASA)

Para mostrar la fiabilidad del método numérico de los promedios, lo aplicamos al movimiento de un oscilador
armoénico simple amortiguado.
La ecuacion de movimiento de este oscilador, es:
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!
IR

€2))

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(3%)

(39)

L k=1 1 pE
dt? dt
La solucidn analitica de la ecuacion (31), es:
I = Ae™" cos(wt +16),
donde! =wZl 17,1} =k/l ;1 1 b/2m,1 | —L<1l, I 1(t=0!y& =arctan!! es un angulo de fase.
Ccos ﬁ !
IV.a SOLUCION DEL OASA POR EL METODO NUMERICO DE LOS PROMEDIOS
La aplicacion del método numérico de los promedios al OASA, segun las expresiones (18) y (31), considera que:
Fi ! —kxi — Zﬂvl“
parai! I In!Entonces, aplicando las ecuaciones algebraicas del método de los promedios, se tiene:
Ly b+
v+ 'U|I
V@it T g
o B Doy gy 20 H
Xi+ xi'
X@2i+1)/2 = 7 5 H
Vit
titye =~
Faivny2z = —kX@iv1)2 — 2BV@iv)/2
1 .
Vig1 =Vt %At

Las expresiones de la (33) a la (40), se calculan iterativamente, para todos los valores de i.

IV.b CALCULO DEL METODO NUMERICO DE LOS PROMEDIOS EN HOJA DE CALCULO

(40)

La hoja de calculo es un valioso recurso para resolver las ecuaciones algebraicas del método de los promedios, por su

forma facil y transparente de programar.

Tabla 1. Parametros
m(kg)= 0.3

Tabla 2. Condiciones iniciales

k (kg/s®) = 1.4 ty (S)i 0
b (kg/m) = 0.09 Xp (M)= 0.6
At(s)= 0.05 Vo (M/s)= 0
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FIGURA 3. Valores de parametros y condiciones iniciales que se aplican para determinar la solucion del oscilador
armoénico simple amortiguado por el método numérico de los promedios.

Para empezar a calcular las expresiones de la (33) al (40) en la hoja de calculo, se escriben los valores de los
parametros y las condiciones iniciales de inicio del movimiento (Figura 3). Las ecuaciones del método numérico de los
promedios se calculan en columnas distintas de la hoja de calculo y la iteracion de estas ecuaciones, se calculan en los
renglones y columnas de la hoja de calculo (Figura 4).

Tabla 5. Datos del método numérico de los promedios

t(s) X (m) X172 (M) v(m) V' (m) Vi (MIS) F (N) Fiz (N) Xsa (M)

0 0.6000 0 -0.8400 0.6000
0.05 0.5965 0.5983 -0.1385 -0.14 -0.07 -0.8226 -0.8313 0.5921
0.1 0.5861 0.5913 -0.2734 -0.276 -0.207 -0.7960 -0.8092 05774
0.15 0.5692 05777 -0.4031 -0.406 -0.340 -0.7605 -0.7781 0.5563
02 0.5458 0.5575 -0.5262 -0.530 -0.466 -0.7168 -0.7385 0.5290
025 0.5165 0.5312 -0.6413 -0.646 -0.586 -0.6654 -0.6909 0.4961
03 04817 0.4991 -0.7473 -0.752 -0.697 -0.6071 -0.6361 04578
0.35 0.4418 0.4618 -0.8431 -0.849 -0.798 -0.5426 -0.5746 0.4149
04 0.3974 0.4196 -0.9277 -0.934 -0.888 -0.4728 -0.5075 0.3678
0.45 0.3490 0.3732 -1.0003 -1.007 -0.967 -0.3986 -0.4355 0.3171
05 0.2974 0.3232 -1.0602 -1.067 -1.033 -0.3209 -0.3595 0.2636
0.55 0.2430 0.2702 -1.1069 -1.114 -1.087 -0.2406 -0.2804 0.2078
0.6 0.1867 0.2148 -1.1401 -1.147 -1.127 -0.1587 -0.1993 0.1504

FIGURA 4. Calculo de las ecuaciones del método numérico de los promedios en una hoja de calculo y de la solucion analitica
del movimiento arménico simple amortiguado.

Para programar los valores de la tabla V en la figura 4, es necesario hacerlo segin el orden de las ecuaciones de la
ecuacion (33) a la (40), que se marcan en letra negrita en esta tabla. El orden adecuado, es el siguiente: Primero se
escriben los valores en el renglon 4 de las Figuras 4 y 5, con el orden ty, X, vy y Fy y en el renglon 5, se escriben los
valores t1, V1, Vi11,X1,%1/2, F1/2, 1 y 11 (ver figura 3).

GH | J K L M N 0 P (
1
2 Tabla 6. Férmulas del método numérico de los promedios
3 t(s) X (m) Xu2 (M) v (m) v (m) Varz (m/s) F ) Fiz (N)
4 to x_0 v 0 Fo="k"J4-b’L4
5 ty = 14+Dt X1 = J4+N5*Dt X172 = (J4+J5)12 vy = L4+(P5/m)*Dt vy’ = L4+(04/m)*Dt Vir2(M5+L4)/12 Fq="k*J5-b*L5 F1j2 =-k*K5-b*N5

FIGURA 5. Formulas de las ecuaciones del método numérico de los promedios en la hoja de célculo.

Para determinar iterativamente los valores de las formulas dadas en el renglon 5, se marcan todas las celdas de este
renglon y se copian en los siguientes renglones (Figura 4), hasta llegar a un valor del tiempo, suficientemente grande,
para que la amortiguacion del oscilador haya detenido el movimiento.

En la figura 4, por simplicidad, solo se han reportado los primeros resultados de la solucion numérica de los
promedios, pero con este método se obtiene la solucion hasta que el amortiguamiento ha disminuido el movimiento,
practicamente a cero.

V. REPRESENTACIONES GRAFICAS DEL OASA
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La representacion grafica del movimiento oscilatorio amortiguado se obtiene al graficar la soluciéon numérica del
método de los promedios dada en las dos primeras columnas de la Tabla 5 de la figura 4, y también de graficar la
solucion analitica del movimiento, dada en la primera y ultima columna de esta misma tabla. En la figura 6 se
representan para su comparacion, estas dos soluciones.

0.8

0.6

0.4

0.2

% (m)

0.0

-0.2

-04

-0.6

t(s)

Método numeérico — Solucion analitica

FIGURA 6. Grafica de las soluciones numérica de los promedios y analitica del movimiento de un OASA. Los puntos en esta
grafica representan la solucion numérica y la linea continua, la solucion analitica.

En la grafica de la figura 6, la solucion analitica (linea continua roja) se ajusta con alta precision a la solucion numérica
calculada por el método de los promedios (puntos negros).

VI. RESULTADOS

La solucion numérica de los promedios aplicada a la ecuacion de movimiento del oscilador arménico amortiguado da
resultados muy aproximados a la solucion analitica de este movimiento como se aprecia graficamente en la Figura 6.

Los estudiantes aplican este método numérico en ecuaciones de movimiento de Newton mas sencillas, como la
caida libre, la caida con resistencia del aire o el péndulo simple.

En cada caso, la ecuacion de movimiento (17) varia debido a que la expresion de la fuerza neta F = F(x, v, t) que
cambio de caso a caso, pero el método numérico se mantiene igual, es decir, el método matematico de solucion
numérica no cambia.

Al no cambiar el método de solucidon numérica, los estudiantes lo aplican a diferentes fendmenos de movimiento
descritos por la segunda ley de Newton, sin preocuparse por cambiar de método de solucidon matematico, lo que
implica, que los estudiantes dedican mas tiempo al analisis fisico de la solucidon que a obtener la solucion.

Un ejemplo de este resultado se muestra en la figura 7, que consiste del analisis energético del movimiento del
oscilador armonico simple amortiguado.
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FIGURA 7. Energias en el sistema del oscilador arménico simple amortiguado.

Calculada la posicion ! y la velocidad v para cada tiempo t del OASA en la figura 4, es muy fécil calcular en la hoja
|
de calculo la energia cinética E, = 'Emvzy la energia potencial E, = %kx2 en el tiempo, de este movimiento, y

también la energia mecanica Ey, = E; + Ej. Finalmente, la energia disipada se calcula como A!'y = Ey, | — Epy,
i=0,1,..,n En la figura 7 se muestran cada uno de estas energias, desde el inicio del movimiento, en que toda su
energia es potencial (curva roja), luego su intercambio con la energia cinética (curva azul) y la pérdida de energia
mecanica (curva negra). La energia disipada por vibracion del medio que rodea al sistema y calor, se muestra como
curva amarilla en la figura 7.

Los analisis de resultados derivados de la soluciéon numérica permiten que los estudiantes realicen sus propias
investigaciones sobre los sistemas que ellos estudian y que vayan construyendo su propio conocimiento con base a
estos estudios.

Asi, con base a este método numérico de solucion de la ecuacion de movimiento de un oscilador armoénico simple
amortiguado, se propone estudiar a los estudiantes el sistema de un oscilador con friccion deslizante.

con

VII. CONCLUSIONES

El método numérico de los promedios es una modificacién del método de Euler que se aplica para resolver ecuaciones
diferenciales lineales y no lineales, en particular, la ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea (ecuacion de
movimiento) que se obtiene de la segunda ley de Newton. Su planteamiento en ecuaciones algebraicas iterativas facilita
que este método se pueda programar en una hoja de calculo de manera muy sencilla, lo que permite a los estudiantes,
tener acceso de manera muy inmediata a las soluciones de ecuaciones de movimiento, cuya solucion analitica puede ser
compleja o no existir. Ello permite, que los estudiantes de primer afio de la Universidad, realicen amplios analisis
fisicos de las soluciones de diversas ecuaciones de movimiento derivadas de la segunda ley de Newton en su curso de
mecanica y sobre todo en el laboratorio de mecanica, donde sus modelos tedricos los pueden contrastar con resultados
experimentales y proceder de manera semejante a como lo hacen los Fisicos en su trabajo de investigacion.
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